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ًاوالقيمة الصغرى للدالة التربيعية جبريًً العظمىالقيمة 

ًعلي عثمان

ًلخيصت

لت الملال هرا في أغسض ً التربُػُت للدالت اللصوى  اللُمت لإًجاد بصُطت طسٍ لت هره. بمخغيرً  هي الطسٍ

لت حػمُم لتال حػخمد. الملال ابخدأث بها والتي واحد بمخغير جسبُػُت لدالت اللصوى  اللُمت إًجاد لطسٍ  طسٍ

لت فئن   لرا فلط للمسبؼ الإكمال فكسة غلى ت هي الإًجاد طسٍ   الموطوع ًجػل مما صسف، حبرً
ا
 كابل

ض  جم   ولكً الجزبُت المشخلاث غلى الاغخماد ًخم   لم. المخلدمين للطلب الإغدادًت المسحلت نهاًت في للخدزَ

ذ((.  1) هظسا) الهيسيان محدد إلى الخوصل وجم    إليها الخوصل  فيها ًكون  التي الحالت مػالجت الملال في جم 

  الهيسيان محدد
ا
ا  المشبوهت الىلطت كاهذ إن لخحدًد بصُطت كاغدة إلى الخوصل فخم   للصفس، مصاوٍ

 . الحالت هره في لا أم كصوى  هلطت

ًمقدمة

ت لحصاب اللُمت الػظمى أو الصغسى للدالت التربُػُت  لت حبرً أغسض في هرا الملال طسٍ

ً لت هيره .بمخغيرً لت إًجاد اللُمت الػظمى أو الصغسى للدالت التربُػُت  ه الطسٍ حػمُم لطسٍ

 غلى الإكمال إلى مسبؼ. 
ا
اطُاث أثىاء جدزَضبمخغير واحد والتي حػخمد كلُا لطلب كصم  مواد  السٍ

اطُاث الرًً ًخأهلون لُكوهوا مػلمين   الكثير مً بحل   مً الظسوزي أن يهخم المحاطسونالسٍ

اض ي والإبداعي لديهم دة طسق المصابل بػ س الخفكير السٍ بت مً المواد   لخطوٍ وأن ًكون بػظها كسٍ

ت لت . في مصاق دوال بػدة مخغيراث التي جدزس في المسحلت الإغدادًت أو الثاهوٍ ًخم  حػلُم طسٍ

لحصاب اللُمت اللصوى لدالت بمخغيراث والتي حػخمد غلى المشخلاث الجزبُت ومحدد الهِصُان 

لت هافػت في حالت كون محدد الهِصُان ًخخلف غً الصفس وهره الط وغير هافػت إن كان  سٍ

لت التي كخبتها هىا جحل المصألت غىدما جكون الدالت جسبُػُت للصفس االمحدد مصاواٍ  . الطسٍ

 أو ًخخلف غً الصفس ومً الصهل فهمها مً كبل 
ا
ً شواء كان محدد الهِصُان صفسا بمخغيرً

اطُاث ت المخلدمينجلمُر المسحلت الإغدادً لت هي مصاهمت مني في بُان حمال السٍ . هره الطسٍ

 وجىوع أشالُب حل مصابلها.

ً  
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ًجة الدالة التربيعية بمتغير واحدبدأ بمعالا

د هىا مػسفت اللُمت الػظمى المطللت أو الصغسى المطللت لل. 5  تربُػُت بمخغير واحد.الدالت هسٍ

:                  حُث أن                                    لخكً   . فئن 
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2هسمز  4b ac   (   .) حصمى المميز للدالت التربُػُت 
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 .هي هلطت اللػس للدالت  
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 ت.حصمى زأس الدالت التربُػُ  

 

 

 

 

 

 

 )هو مشخلت الدالت(.  لاحظ أن
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.ً  هأحي الآن لمػالجت الدالت التربُػُت بمخغيرً

ًدالة تربيعية بمتغيرين. 1

د هىا مػسفت اللُمت الػظمى المطللت أو الصغسى المطللت للدالت التربُػُت  ًهسٍ  .بمخغيرً

2         لخكً          2( , )f x y ax bxy cy dx ey k      . 

ت هي غىدما ال الحالت  .أً لت  .( 0bو  0c) أو  0bوَ  0aولى المسكزٍ طسٍ

 المػالجت حػخمد غلى الإكمال لمسبؼ ولا حػخمد غلى حصاب الخفاطل.
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 cب  aػكض واشدبدال وال xب  y)اشدبدال  yلو هفرها المساحل الملبمت باليصبت للمخغير 

 هحصل غلى:، (0c، حُث أن والػكض eب  dوالػكض واشدبدال 

    حُث أن
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0 لرلك فئن   0( , )x y :هو الحل الوحُد للهُئت 

                         
2 0

2 0

ax by d

bx cy e

  


  
 

        لرلك فئن  
2 2

0 0

(2 )
( , )

4 4

ae bd d
f x y k

a a


   

        وكرلك فئن  
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.ً  مً الصهل الخأكد مً حصاوي الملدازٍ
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 الحصول غلى الصُغت:
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)أو اللُمت الصغسى للدالت  هأحي الآن لمػسفت اللُمت الكبرى  , )f x y. 

        2 2
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0     فئن         0aوَ    0إذا كان  0( , ) ( , )f x y f x y   لكل( , )x y.     

0 لرلك فئن   0( , )x y المطللت. صل فيها الدالت غلى اللُمت الصغسى التي جح هي الىلطت 

0     فئن         0aوَ    0إذا كان  0( , ) ( , )f x y f x y   

0 لرلك فئن   0( , )x y .هي الىلطت الوحُدة التي جحصل فيها الدالت غلى اللُمت الػظمى المطللت 

 0aوَ          0   غىدما:
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 لك لا جحصل الدالت غلى كُمت كبرى أو غلى كُمت صغسى مطللت.لر

 .0aوَ     0كرلك المس غىدما 

 0:  غىدما حالت 

2( إذا كان 5 0ae bd  ، الدالت هي ن  فئفي هره الحالت:   
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   ما لا نهاًت مً الحلول لأن المػادلخين في الهُئت مخكافئخان. لرلك جوحد

2ما لا نهاًت مً الىلاط الحسحت وهي هلاط المصخلُم  0ax by d  . 
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1لكل هلطت  فئن   1( , )x y فئن                                     إذا جحلم أن  

 للهُئت هو أن مػنى الشسط

 
 لا ًوحد حل.  وهو ًكافئ اللول: المػادلخان مخىاكظخان.
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)لرلك إذا كاهذ  ', ')x y      َو( '', '')x y  حهخين مخخلفخين مً الىلطت  في غلى المصخلُم

1 1( , )x y  2فمً المؤكدax by d h   

)إحدى اللُمخين  أن ', ')f x y َو( '', '')f x y  

أكبر مً
 1 1( , )f x y  ًوالخسى أصغس م

1 1( , )f x y )اهظس الشكل( 

 

 

  

 

  

 

1لرلك فئن  1( , )f x y ًلا جوحد كُمت  أن جكون هلطت نهاًت صغسى أو غظمى أي أن للدالت لا ًمك

 غظمى ولا جوحد كُمت صغسى.

  لحظ أن الهُئتهملحظت: 
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  ،  المػادلت الولى فيها هي مشخلت الدالت

( , )f x y  حُىما وػخبرy  َمخغيرا       وx .ثابخا 

)هي المشخلت الجزبُت للدالت  لىالو  , )f x y  حصبx والثاهُت هي المشخلت الجزبُت للدالت

( , )f x y   حصبy. 

 

2                :5مثال  2( , ) 4 7 5 4 12f x y x xy y x y     

حدها في حالت وحودها وحد الىلاط التي جحصل  ،افحص أن كان للدالت كُمت كبرى أم صغسى 

 فيها الدالت غليها.

 أ( حصب اللاغدة                       ب( بشكل مباشس.

 

2ax+by+d=h (x’,y’) 
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(x’’,y’’) 
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27أ( حل:  4 4 5 31 0           َ4و 0a   للدالت جوحد كُمت صغسى. لمػسفت  .

 صغسى هحل الهُئتالىلطت التي جحصل فيها الدالت غلى اللُمت ال
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0غىدما  -11اللُمت الصغسى للدالت هي  4y         َ0و 4x . 
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2: غالج الدالت  1مثال  2( , ) 6 9 8 12f x y x xy y x y     

26( حل حصب اللاغدة:              5 4 1 0 0     

  
2 2 1 ( 12) 6 ( 8) 24 0ae bd          

 لا ًوحد للدالت كُمت صغسى أو غظمى مطللت.
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 .ؤول إلى فئن كُم الدالت ج جؤول إلى  yغىدما 

 .ؤول إلى فئن كُم الدالت ج جؤول إلى  yغىدما 

 كرلك لا ًوحد للدالت هلطت نهاًت غظمى أو صغسى محلُت.

1فسطىا أن  لو  1( , )x y  1هلطت حسة في المصخوى وأن 13 4x y h   

2هأخر  2( , )x y       َ3و 3( , )x y  1هلطخين في حواز 1( , )x y  

1في حهخين مخخلفخين مً الىلطت  1( , )x y. 

2 لرلك فئن   2 2( , ) 12 16f x y y           َ3و 3 3( , ) 12 16f x y y     

2فئذا كان  1 3y y y    2فئن 2 1 1 3 3( , ) ( , ) ( , )f x y f x y f x y  

1لرلك  1( , )x y لا ًمكً أن جكون هلطت نهاًت كصوى محلُت. 
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ًملخص: 

2 2( , )f x y ax bxy cy dx ey k               
2 4b ac    :الهُئت 
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 مطللت.لا جوحد للدالت كُمت صغسى مطللت أو كُمت غظمى  0إذا كان 

2وَ       0إذا كان  0ae bd     كُمت صغسى مطللت أو كُمت غظمى فل جوحد للدالت

 مطللت.

2وَ       0إذا كان  0ae bd    0فئذا كانa   حمُؼ للدالت كُمت غظمى مطللت في

2هلاط المصخلُم  0ax by d    = واللُمت الػظمى ,
2

4

d
k

a
. 

0aوإذا كان    2للدالت كُمت صغسى مطللت في حمُؼ هلاط المصخلُم 0ax by d  ، 

واللُمت الصغسى = 
2

4

d
k

a
. 

0bوَ  0aالحالت الثاهُت غىدما  .بً   أو (0c  0وb  في هره الحالت فئن .) :الدالت هي 

2 2( , )f x y ax cy dx ey k     مً الصهل مػالجت اللظُت في هره الحالت بواشطت .

 . ٌصهلyوالخسى بالمخغير    xالإكمال لمسبؼ غىد كخابت الدالت كمجموع دالخين إحداها بالمخغير 

 أن:اشخيخاج  غلى اللازا 
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,في الىلطت  مطللت صغسى ًكون للدالت كُمت  0cو  0aغىدما   (5)
2 2

d e

a c
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,ًكون للدالت كُمت غظمى مطللت في الىلطت  0cو  0aغىدما  ( 1)
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d e
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 مخخلفان بالإشازة( فل جوحد للدالت كُمت كصوى. cو  a) أي أن  0ac( غىدما 1)

0b( غىدما 1)   0وa 0وc  .لا جوحد للدالت كُمت كصوى 
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 תקציר

במאמר זה אני מציג דרך פשוטה למציאת האקסטרימום של פונקציה ריבועית בשני משתנים. 

דרך זו הינה הכללה של דרך מציאת האקסטרימום של פונקציה ריבועית במשתנה אחד שבה 

אך ורק על רעיון ההשלמה לריבוע , לכן היא דרך  התחלתי את המאמר. הדרך מסתמכת

אלגברית טהורה, ולכן ניתן ללמד אותה לתלמידים מתקדמים בסוף חט"ב. בפתרון נגיע לנגזרות 

(( . במאמר יש טיפול במקרה שבו דיטירמננט  1החלקיות לדיטירמננט  ההיסיאן )ראה )

הנקודה החשודה היא נקודת ,  נגיע לתנאי הכרחי ומספיק  לקביעת אם 0ההיסיאן שווה 

 אקסטרימום או לא במקרה זה.
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