
 محباينات مشهورة في الرياضيات 

 969 صفحت ،(2012) 16 ، الػددحامػت

 محباينات مشهورة في الرياضيات

 انــي عثمــعل

 اللاسميأكادًميت 

 ثلخيص:

اضياث مؼ اسخػساض لبراهينها وأمثلت  في هرا الملال أجىاول بػض المخباًىاث الشهيرة في السٍ

 لمخباًىت هىلدز . لاسخػمالاتها
ً
مؼ البرهان وغسض شسط حدور المساواة. في الملال  أغسض حػميما

اضياث الىاججت غً حػميم مخباًىت هىلدز.  الػدًد مً الاسخيخاحاث لمخباًىاث كثيرة في السٍ

 شفازجص:-هبدأ بػسض مخباًىت كىش ي

 الآجيت: غلى المخباًىت البسيعت وػخمد

aو   لكل  :()أ(ثمهيدية  محباينةهظرية ) .1 b :ّحليليين ًخحلم أن 

)2بسهان:   ) 0a b  2جكافئ 2 2a b ab   2وهي جكافئ 21 1

2 2
ab a b   وأن

aالدساوي ًحدر إذا وفلغ إذا كان  b. 

1لكل : (شفارثز -محباينة كوش يهظرية ) .2 2, ,...., na a a    َ1و 2, ,...., nb b b  أغداد

: حليليت ًخحلم أن
 

2 2

1 1 1

n n n

i i i i

i i i

a b a b
  

     . 

0Mد ح  إذا وفلغ إذا و   ٍحدر الدساوي و    َّبحيث أنi ia Mb  1لكل i n   أو

0ia   1لكل i n   0أوib   1لكل i n . 

0iaبسهان: إذا كان    1لكل i n   0أوib   1لكل i n                  

فمً الىاضح أن  
1
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a b
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2هفسض الآن أن 
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0
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i

i

a


 2 وأن

1

0
n

i

i

b


  . أي أن ليسذ حميؼ الحدود

1 2, ,...., na a a  1أصفازا وليسذ حميؼ الحدود 2, ,...., nb b b  .أصفازا 

2 :   هسمص  ،مً أحل الخبسيغ في الكخابت 
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B b


 . 
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iهسمص  
i

a
x

A
     َوi

i

b
y

B
   1لكل i n   التي افخخحىا بها فإن: )أ(حسب المخباًىت 

                     2 21 1

2 2
i i i ix y x y  

لرلك: 

2 2 2 2

2 2
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1 1 1 1
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أي أن                               
1

1
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a bi

A B

  

أي أن                   
1 1

1
1

n n

i i i i

i i
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AB 

      

وهى ًكافئ                              
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1 1 1

n n n

i i i i

i i i

a b a b
  

   
 

i           ًحدر الدساوي  ia b

A B
           1لكل i n       

iأي أن                    i

A
a b

B
        1لكل i n  هسمص  .

A
M

B
   

iأي أن                    ia Mb      1لكل i n  0, حيث أنM  .زابذ 

    بـ    iaغىدما وسدبدل           
ia        َوib   بـ    

ib 

2فىحصل غلى:            2

1 1 1

n n n

i i i i
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a b a b
  
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لكً                         
1 1 1
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i i i i i i
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     

2لرلك هخىصل إلى أن          2

1 1 1

n n n

i i i i
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a b a b
  

      

2 متى ًحدر الدساوي  2
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i i i i

i i i

a b a b

  

    ؟ 
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2 2

1 1 1

n n n

i i i i

i i i

a b a b
  

       0ًىحدM      بحيث أنi ia Mb       لكل

1 i n   

  2 2

1 1 1

n n n

i i i i

i i i

a b a b
  

        0ًىحدt      بحيث أنi ia tb       لكل

1 i n . 

 أمثلة:

xحد الليمت الكبري والليمت الصغسي للملداز  .1مثال  y  2غىدما 2 36x y . 

2   حل: 2 2 21 1 1 1x y x y x y        
 شفازجص-حسب كىش ي   

2لرلك                     36 6 2x y     

1      1   بحيث أن tًحدر الدساوي غىد ما ًىحد زابذ  . y    وx t t   

                     3 2          1 1 6 2      6 2t t t x y            أي: 

3أي غىدما  2x   َ3و 2y  ,  6الليمت الػظمى 2. 

6متى ًكىن  2x y    ؟ 

لت هخىصل إلى أن  3بىفس العسٍ 2x y    6, الليمت الصغسي للدالت 2. 

3xحد الليمت الػظمى للملداز  .2مثال  y  2غىدما 2 100x y . 

2            حل: 2 2 23 1 3 10 100 10 10x y x y        

بحيث أن          tًحدر الدساوي غىدما ًىحد 
3

x t

y t





 

                               10 9 10 10t t t     

10tغىدما    10فإنx     َ3و 10y . وفي هره الحالت كيمت الملداز

3x y  10حساوي  وهي الليمت الػظمى. 10
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10tغىدما      10فإنx      َ3و 10y  . وفي هره الحالت كيمت الملداز

3x y  10حساوي 10 .وهي الليمت الصغسي 

axأكد أن الليمت الػظمى للملداز  .3 مثال by  2غىدما 2 2x y R   هي

2 2R a b  2)والليمت الصغسي هي 2R a b .) 

3حد الليمت الػظمى للملداز   .4مثال  5x y  2غىدما 24 9 100x y . 

 حل:   
2 2 2 22 3 100 4 9 100x y x y     2. وػىضt x ,3s y. 

أي أن 
1

2
x t  َو

1

3
y s. 

أي أن المسألت هي: إًجاد الليمت الػظمى للملداز 
3 5

2 3
t s  جحذ الشسط

2 2 100t s . 

مً المسألت السابلت, واضح أن الليمت الػظمى حساوي   
2 2

3 5
100

2 3

   
    

   
 

2حد الليمت الصغسي للملداز  .5مثال  2x y  10إذا غلمذ أنx y . 

                                          حل:
2

2 2

( ) 100

2 100

x y

x y xy

 

  
 

2       لكً  22xy x y    المساواة غىدما(x y) 

2فإنَّ         لرلك  2 2 2 2 2 2 100x y x y x y xy       

2لرلك فإنَّ          22 2 100x y      َّ2لرلك فإن 2 50x y  

2أي أن الليمت الصغسي للملداز  2x y  غىدما  51هيx y  5أي غىدماx y  

2حد الليمت الصغسي للملداز  .6مثال  2x y  إذا غلمذ أنx y A . 

لت هخىصل إلى أن الليمت الصغسي للملداز  2بىفس العسٍ 2x y  21حساوي

2
A  غىدما

ًكىن 
1

2
x y A .)كيف؟( . 
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a b 

2حد الليمت الصغسي للملداز . 7مثال  2 2x y z   إذا غلمذ أنx y z A  . 

حل:                                        

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

( )

2( )

( ) ( ) ( ) 2( )

3( )

1

3

x y z A

x y z xy xz yz A

x y z x y x z y z x y z xy xz yz A

x y z A

x y z A

  

      

              

   

   

       

حدر الدساوي غىدما        وٍ
1

3
x y z A   

  للملدازالصغسي  حد الليمت .8مثال 
2 2 2 2x y z d   غىدما ًكىن   

 x y z d A   . 

لت هخىصل إلى أن الليمت الصغسي هي  21حل: بىفس العسٍ

4
A 

غىدما   
1

4
x y z d A    

2حد الليمت الصغسي للملداز     .سؤال )جعميم(

1

n

i

i

x


   إذا كان
1

n

i

i

x A


 

   ()ب( ثمهيدية محباينة. )3

مىحبين وَ  sوَ  rلكل
1 1

1
r s
 

 
ًخحلم أن

1 1r sab a b
r s

   لكلa  َوb مىحبين، 

حدر الدساوي إذا وفلغ إذا   rوٍ sa b.  

  الخمهيدًت )أ((. حػميم المخباًىت ) هره المخباًىت هي

 بسهان: وسخػين بصفت الخحدب إلى أسفل للدالت 

  ( ) lnf x x  . 

1 1 1 1
ln( ) ln lnx y x y

r s r s
     , 
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حدر الدساوي مىحبين  yوَ  xلكل   وٍ

xإذا وفلغ إذا  y. 

 المخباًىت الأخيرة جكافئ:

 
1 11 1

1 1
ln( ) ln ln lns sr rx y x y x y

r s
    . 

 دالت جصاغدًت فإن  lnوبما أن 
11

1 1
srx y x y

r s
   .   

raوسدبدل  x    ,sb y. 

لرلك فإن 
1 1r sa b a b
r s
       ن الدساوي إذا وفلغ إذا  أوr sa b . 

 شفازجص.-وهي حػميم لمخباًىت كىش ي Holderالمخباًىت التي سىبرهنها الآن هي مخباًىت هىلدز 

هولدر محباينة . 4  inequalityHolder   

1لخكً  2, ,...., na a a    ,1 2, ,...., nb b b أغداد 
ً
مىحبين  غددsًًوَ  rوليكً  حليليت. ا

 بحيث أن
1 1

1
r s
 

   
فإنّ:  

11

1 1 1

( ) ( )
n n n

r s
sr

i i i i

i i i

a b a b
  

   
 

0k إذا وفلغ إذا وحد ٍحدر الدساوي و  أن  بحيث
1r

i ib k a


 1لكل i n  . 

 هسمصبسهان: 
1

1

( )
n

r
r

i

i

A a


 ، 
1

1

( )
n

s
s

i

i

B b


 ، i
i

a
x

A
، i

i

b
y

B
 .       

    

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1
( ) ( )

1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
1

n n n n
r s r s

i i i i i i

i i i i

r s
n n

i i

r s
i i

r s

i ir s

r s

r s

x y x y x y
r s r s

a b

r A s B

a b
r A s B

A B
r A s B r s

   

 

   

   

   

        

   

 

 
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        :لرلك فإنَّ 
1

1
n

i i

i

a b

A B

  ،  وهرا ًكافئ:     
1

n

i i

i

a b A B


        

             :أي أنّ 
11

1 1 1

( ) ( )
n n n

r s
sr

i i i i

i i i

a b a b
  

      

 متى ًحدر الدساوي؟

ًحدر الدساوي غىدما ًحدر الدساوي 
1 1

1 1
( )

n n
r s

i i i i

i i

x y x y
r s 

   وهرا .

ًحدر إذا وفلغ إذا 
r s

i ix y  1لكل i n  وهرا ًكافئ .
1

r
r

s
i i iy x x


  ًلك .

i
i

a
x

A
     وi

i

b
y

B


  
 : إذا وفلغ إذا الدساوي ًحدر لرلك 

1
1 1

1

r
r ri

i i i ir

a B
b B y B x B a

A A


 


            1لكل i n . 

0kوحد إذا وفلغ إذا أي أن الدساوي ًحدر    :ّبحيث أن 
1r

i ib k a


 لكل

1 i n  . 

ملاحظت: واضح أنّ 
11

1 1 1

( ) ( )
n n n

r s
sr

i i i i

i i i

a b a b
  

      ّلأن
1 1

n n

i i i i

i i

a b a b
 

   

 

1  إذا كاهذ :هظرية . 5 2, ,...., nx x x  1وأغدادا حليليت مىحبت 2, ,...., nt t t    ًا أغداد

 : فإنّ   1حليليت مىحبت ومجمىغها 

1

11

i
n n t

i i i

ii

x t x


   إذا  ٍحدر الدساوي و

31وفلغ إذا جحلم أن 2

1 11 1

1 2 3 ....... nt tt t

nx x x x   .  هره المخباًىت هي حػميم(

ت الخمهيدًت )ب((.      للىظسٍ

اض ي.  هفسض صدق اللضيت ل   بسهان:  1nوهبرهنها ل    n ـبالاسخلساء السٍ

1n)غىدما    2واضح.  غىدماn   (.المخباًىت الخمهيدًت )ب(هره هي 
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1لخكً   2 1 1, ,.... , ,n n na a a a a     ً1أغدادا حليليت مىحبت ولخك 2 1 1, ,.... , ,n n nr r r r r  

   فإنّ:   1ا حليليت مىحبت ومجمىغها أغدادً 

                
1

1 2 1 1

1

.... ( )
n

i n n n

i

a a a a a a


 



      

اض ي الاسخلساء حسب فسضيت أغدادا حليليت( فإنَّ : n)هسي  السٍ

1 11 2

1 11 11

1 1 2 2 1 1 1 1

1

( ) .... ( )( )n n n

n
r r rr r

i n n n n n n

i

a r a r a r a r r a a 




   



         
 

 وأن الدساوي ًحدر إذا وفلغ إذا جحلم: 

           3 11 2
1

1 11 1
1

1 2 3 1 1.......... n
n n

r rr r
r r

n n na a a a a a


      

:مخباًىت بحسب 
   

1 1 1

1 1 1

1 1( ) n n n n n nr r r r r r

n n n na a a a    

    

                                                              
 

1 1

1

1 1

1 1

1
1

1 1

( ) ( )

r r r rn n n n

r rn n

n n n nr r r rn n
n n

n n n n

r r
a a

r r r r

  



  


 

   
 

 1

1 1

1
1

1 1

n nr rn n
n n

n n n n

r r
a a

r r r r




 

   
 

 

)لرلك فإن الحد الأخير في المجمىع  ًحلم:  (

1 1

1 1 1

1 1 1 1( ) ( ) n n n nr r r r

n n n n n n n nr r a a r a r a 

          

لرلك فإن :  

1
1 1

11

i
n n r

i i i

ii

a r a
 



  . 

1الدساوي إذا وفلغ جحلم أنّ ًحدر 

1 1

1
n nr r

n na a 

 ًلك . 1
1

1
1

1 1 n n
r

r r
n na a a 

 
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1لرلك فبما أن 

1 1

1
n nr r

n na a 

أنّ: فييخج  

 
1 11 1

1
1

1 1

11
1 1

1 1

n nn n n n

n n n
n n

r rr r r r

r r rr
r r

n n n n n na a a a a a a

  



 




   
      

   
   

 

لرلك فإنّ 
3 1 11 2

1 1 1 11 1

1 2 3 1 1.......... n n nr r r rr r

n n na a a a a a 

       

اض ي. ت بالاسخلساء السٍ  بهرا ًيخهي بسهان الىظسٍ

يْنمحباينة . 6
ً
ل عَدَّ

ُ
 المعدّل الهندس ي( -)المعدّل الحسابي GM-AM الم

1إذا كاهذ  2 1, ,  .........., ,n na a a a : ّحليليت مىحبت فإن 
ً
أغدادا

       

                   
1 2 1

1

1
..........

n

n
n n i

i

a a a a a
n





     
  

 

1ًحدر الدساوي إذا وفلغ إذا جحلم    2 3 ...... na a a a    

يْن مخباًىت  بسهان:
ً
ل ػَدَّ

 
ت الم  . وسدبدل 5هي هديجت مباشسة لىظسٍ

1
it

n
  

 
ً
  وأًضا

1

n
i ix a   1لكل i n .   :فىحصل غلى 

         

1 1

1 11

11

1 1

1
              

n
n n n

n n
i i i

i ii

n n

n
i i

ii

a a a
n n

a a
n

 



 
   

 

 

 


 

ملاحظت: غىدما وػىّض 
1

i

i

b
a

  الأخيرة  هحصل غلى في المخباًىت

1

1

1 1 1
     

n

n
i i

n
i

i

n b
b





 

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  وهي جكافئ
1

1

    
1

 

n

n
in

i

i i

n
b

b





 


    . 

الملداز   جعريف: 

1

 
1

 
n

i i

n

b


سمص له  ٌسمى المػدّل الخىافلي      . HMوٍ

 ، أي أناسخيخجىا فيما جلدّم أن المػدّل الخىافلي أصغس أو ٌساوي المػدّل الهىدس ي

HM GM  .حدر الدساوي إذا وفلغ إذا حساوث حميؼ الحدود  . وٍ

 (جعميم لمحباينة هولدر. هظرية )7

لخكً   
,

1, 1( )m n

ij i jM a   .مصفىفت مً الأغداد الحليليت المىحبت 

1ولخكً        2, ,...., mq q q  
ً
 فإنّ: .1ومجمىغها  تمىحب أغدادا

                           

1

1 11 1

i

i

q

m mn n q

i j i j

j ji i

a a
  

 
       

 

  
 

Mجحدر المساواة إذا وفلغ إذا كاهذ المصفىفت 
#
 مصفوفة مضاعفات سطر حيث  

Mأن 
  jبىاسعت زفؼ كل حد مً حدود السعس  Mهي المصفىفت الىاججت مً المصفىفت  #

لللىة   
1

jq
1لكل    j m . 

: هسمص  بسهان

1

1

i

i

q

n q

i i j

j

A a


 
 
 
 

    ,
ij

ij

i

a
x

A
 
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  1

1
1

1 1 1 1 11

1

1

1 1 1 1 1

1 11 1 1 1

1
( ) 1

( )

i
i

qi
i

i

mn n m m n q
q

ij i ij i ij

j j i i ji

m n m n m
ij q

i i iij
ii j i j iq

i

m m m mn n

ij i ij i ij

j ji i i i

x q x q x

a
q q a q

A

A

a A x A x

    

    

    

  
     
       

    

     
       
     
     

    

    

   
1 1

mn

i

j i

A

 

 
  
 
 

  

 

                           :أي أن        

1

1 11 1

i

i

q
m mn n

q

ij ij

j ji i

a a
  

  
        

  
 

 ؟ًحدر الدساوي متى 

 ًحدر الدساوي إذا وفلغ إذا جحلم أن
1 11 1

31 2

1 2 3  ..........
q qq q

m

j j j m jx x x x     1لكل j m .  

1لرلك فلكل  j m   ًىحدjt مىحب بحيث أن: 

1 11 1

31 2

1 2 3  ..........
q qq q

m

j j j m j jx x x x t     

بما أن 
ij

ij

i

a
x

A


لرلك فإنّ   
iq

ij i ja At
1  لكل   j m   و  

1 i n .   إذا وفلغ إذا كاهذ المصفىفت ًحدر الدساوي لرلك M :مً الصىزة 

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

1 1 1 2 1 3 1

2 1 2 2 2 3 2

3 1 3 2 3 3 3

      ............

    ............

     ............

................................................

...........................

q q q q
n

q q q q
n

q q q q
n

A t A t A t A t

A t A t A t A t

A t A t A t A tM 

1 2 3

.....................

     ............m m m mq q q q
m m m m nA t A t A t A t

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 



 علي عثمان

 181 صفحت ،(2012) 16 ، الػددحامػت

 كاهذ    t1 , t2, t3 ,….., tnو       A1 , A2,    …….  , Amحيث أن 
ً
 هي زىابذ حليليت مىحبت أًا

1 لكل j m     ًىحدj   ّمىحب بحيث أنjq

j jA :لهره السمىش فإن 
ً
 . وفلا

 

 

 

       

       

       

   

1 11 1

2 22 2

3 3 3 3

1 1 1 2 1 3 1

2 1 2 2 2 3 2

3 1 3 2 3 3 3

1 2

      ............

    ............

     ............

...............................................................

 m

q qq q

n

q qq q

n

q q q q

n

q q

m m

t t t t

t t t t

t t t t

t t

M

   

   

   

 



   3  ............m m mq q

m m nt t 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

M  لخكً
بىاسعت زفؼ كل حد مً حدود السعس  Mصفىفت مً الم المصفىفت الىاججت  #

j   لللىة
1

jq
1لكل   j m  .:ّأي أن 

1 1 1 2 1 3 1 n

2 1 2 2 2 3 2 n

3 1 3 2 3 3 3 n

1 2 3 n

t     t     t  ............ t

t      t    t  .......... t
# t    t      t ............ t

.........................................

 t   t    t ............   t  m m m m

M

   

   

   

   



















 

 
 

Mهلاحظ أنّ  
هي مصفىفت حميؼ أسعسها هي مضاغفاث لسعسها الأوّل. هرا ًلىدها   #

 إلى حػسٍف المصعلح الآحي:

إذا كان كل سعس مً  مصفوفة مضاعفات سطرأنها  Aحػسٍف: هلىل غً مصفىفت 

 غً 
ً
 .1ضسب سعسها الأول بػدد ًخخلف غً أسعسها هاججا

إذا كان كل غمىد مً  مصفوفة مضاعفات عمودأنها  Aحػسٍف: هلىل غً مصفىفت 

 غً ضسب غمىدها الأول بػدد ًخخلف غً 
ً
 . 1أغمدتها هاججا
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مصفوفة مضاعفات  Aإذا وفلغ إذا كاهذ  مصفوفة مضاعفات سطر Aملاحظت: 

 عمود.

د مً صدق اللضيت.
ّ
 مً السهل الخأك

مثال: لخكً 
a b

M
c d

 
  
 

ددان غ nو  mمصفىفت ذاث حدود داخليت مىحبت وليكً  

رلك فإن كل منهما ل ، 1)أي أنّ مجمىع مللىبيهما ٌساوي    mn=m+nبحيث أنّ  مىحبان 

(. حسب مخباًىت هىلدز فإنّ: 1أكبر مً    
1 1

n n m mn mac bd a b c d    لكي وػسف .

#جحدر المساواة، وػسّف المصفىفت في أي حالت 

n n

m m

a b
M

c d

 
  
 

ت وػلم  . حسب الىظسٍ

Mبأنّ المساواة جحدر إذا وفلغ إذا كاهذ 
مصفىفت مضاغفاث سعس. هرا ًكافئ  #

n m n n

m m

a c a b

b d c d

   
     

   
. بما أنّ 

1

n
m

n



فإنّ المػادلت الأخيرة جكافئ  

1 1

1 1
ln

ln

n
n

n n

ac

a c a cbd
n

a b d b d

b

 

 
  

                         
  

 

و  

ln

ln

ac

bd
m

c

d

 
 
 
 
 
 

.  

1 1هلاحظ أنّ  >n وm   إذا وفلغ إذا    d <c أو   و d>c وa b a b  

لمعللت للدالت : حد الليمت الصغسي ا1ثطبيق 

   

4

44 41 1
44 4 4 41

1 1

1 13 5 7 11

x x

xx

x

x

x x xf x

 





 
 
   
 
 

. 

حل: غىدما وػىّض 
4

4

4

1
1 , m=

x
n x

x


   هخىصل الى الخػبير

     
1 1

3 5 7 11
n mnn m mf x    
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واضح أنّ   3 7 5 11 76f x      إذا وفلغ إذا  76 وجحصل الدالت غلى الليمت

ln 21 ln 55

ln 3 ln 5
n




 
وفلغ إذا  إذا

44
ln7 ln11 ln 21 ln55 ln7 ln11

0.97 1
ln3 ln5 ln3 ln5 ln3 ln5

x x
  

      
  

. 

0.97xوجحصل الدالت غليها غىدما  76واضح أن الليمت الصغسي للدالت هي   . 

 حل المػادلت :2ثطبيق  
2

22 21 1
2 222 1 1 2

1 1

1
835 6 7 8

x x

x xx

x

x

x x

 

 




 
   
 
 

. 

حل: حسب الىديجت في المثال فإن 
2

22 21 1
2 2 22 1 1 2

1 1

183 5 7 6 8 5 6 7 8

x x

x x x

x

x

x x

 

 




 

          
  
 

 

حدر الدساوي إذا وفلغ جحلم أن  إذا وٍ

2 2ln7 ln8 ln35 ln 48 ln7 ln8 ln35 ln 48
0.856 1 1

ln5 ln6 ln5 ln6 ln5 ln6 ln5 ln6
x x x

   
         

   

 

 إذا كاهذ . هظرية:8
,

1, 1( )n n
ij i jM a    أغداد  كل حدودهامصفىفت مسبػت

 فإن: ،Kوحاصل ضسب كل حدودها ٌساوي  ،ىحبتمليليت ح

1 11 1 1 1

1
           

n n n nn n
n n n

ij ij ijn
j ji j i i

a Kn K a a
n    

   
      

  

    
   

ت  وباسدبدال  7بسهان: حسب هظسٍ
1

iq
n
   1لكل i n      .ًيخج أن :
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1

1 11 1

n nn n n
n

ij ij

j ji i

a a
  

  
     

   
   ّوحسب مخباًىت المػدّلين فإن  .:

11 1 1

1n n nn

n
ij ij

jj i i

a a
n   

   
   

   
   .  :لرلك فمً الىاضح أن 

1

1 11 1 1 1

1 1
n n n nn n n

n
n ij ij ij

j jj i i i

a a a
n n

    

    
     

     
     

    

وهرا ًكافئ: 
11 1 1

1n n n n
n

ij ijn
jj i i

a a
n   

 
 

 
   . 

ومً السهل جأكيد أن الدساوي ًحدر إذا وفلغ إذا كاهذ حميؼ حدود المصفىفت 

ت.  مدساوٍ

 إذا كاهذ :1 هخيجة
,

1, 1( )n n

ij i jM a    مصفىفت مسبػت مً الأغداد الحليليت

فإنّ:، 1المىحبت، بحيث أن حاصل ضسب حيؼ حدودها ٌساوي 

 

11

n n
n n

ij

ji

a n


 حدر الدساوي إذا وفلغ إذا كاهذ حميؼ حدود المصفىفت ، وٍ

 .1حساوي 

إذا كاهذ :2هخيجة 
,

1, 1( )n n

ij i jM a   ت ــــليــــمً الأغداد الحليمصفىفت مسبػت

فإنّ:، 1يؼ حدودها ٌساوي مبحيث أن حاصل ضسب ح المىحبت،

 

11

n n
n

ij

ji

a n


 ،ًضــــوأ 
ً
 ــاــــ

11

n n
n

ij

ij

a n



  

 اوي ــــســــخــــدر الــــحــــوٍ

إذا وفلغ إذا كاهذ في إحدي المخباًيخين إذا وفلغ إذا حدر الدساوي في المخباًىت الأخسي 

 .1حميؼ حدود المصفىفت حساوي 

ػَسّ ف المصفىفت 2بسهان الىديجت 
 
: و

1

* ,

1, 1( )n nn
ij i jM a   مً الىاضح .

. لرلك  1. لرلك فهي جحلم الىديجت 1أنّ  حدودها مىحبت وحاصل ضسب حدودها ٌساوي 
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1

11

n
n n

nn
ij

ji

a n


 
 

 
 :أي ان .

 11

n n
n

ij

ji

a n


 . ن أبما

M  المصفىفت البدًلت
t أن: فيخحلم كرلك 

11

n n
n

ij

ij

a n


 . 

 مً السهل اسخيخاج الىديجت الآجيت:

إذا كاهذ : 3هديجت 
,

1, 1( )n n
ij i jM a    مصفىفت مسبػت كل حدودها أغداد

فإن: ،Kوحاصل ضسب كل حدودها ٌساوي  حليليت مىحبت،
 

11

n n
nn

ij

ij

a Kn


 . 

 أمثلة وثطبيقات:

ػسّ ف n>1 يكً. ل1
 
. و

ً
 ظبيػيا

ً
المصفىفت  غددا

1    

2   n-1        

1          2         3       4  ..................    

         1           2      3................... 1

            1       2 .................... 2

   n       1 .......

n

n

n

n n

n n

M










.............n-3

............................................................

.............................................................

.............................................................

 n         1     2     n-3 .................1n n

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   

 

مجمىع كل سعس مً أسعسها ٌساوي  هلاحظ أن 1

2

n n  .   وهلاحظ أن حاصل

ٌساوي   هاضسب حدود !
n

n وسخيخج أن:  3. حسب الىديجت 

   
   

1

1 1
! !

2 2

n n
n n nn

j

n n n n
n n n n



    
      
   
   


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وهى ًكافئ:
 

   
 

 
 

 
n n 1 1

 n+1 2 !      !          !
2 2

n n

nn n n
n n n n

    
          

   

ت.  اهدبه أهه لا ًمكً حدور مساواة لأن حدود المصفىفت ليسذ حميػها مدساوٍ

ظبيعي ًخحلم أن:  n>1لكل : 4هخيجة    
n n n+1 2 !   n . 

ػسّ ف  المصفىفت  n>1ليكً  .1
 
. و

ً
 ظبيػيا

ً
غددا

      

1 1 1 1
1                                   ..................       

2 3 4

1 1 1 1
            1                        ................... 

2 3 1

1 1 1
            1             ....................  

1 2

n

n n

n n

A






            

1

2

1 1 1 1
         1 ....................     

2 1 3

..............................................................................

........................................................

n

n n n n



  

......................

..............................................................................

1 1 1 1
                       ........................ 1

1 2 3n n n n

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


   


 

حاصل ضسب حدود المصفىفت ٌساوي مً الىاضح أن 
1

 
n!

n

 
 
 

. هسمص :
 

n

1

1
 S

n

i
i



. 

وسخيخج أن:  3حسب الىديجت 

 
1

1

! !

n nn
n n

n
n n

j

n
S S n

n n

 
   

 
. 
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  ظبيعي ًخحلم أن n>1أي أن لكل 
!

n n

n
S

n
 .  بهرا هكىن كد أزبدىا الىديجت

 الآجيت:

 ظبيعي ًخحلم أن n>1لكل  :5هخيجة 
1

1

!

n

n
i

n

i n

 .  

 وليكً  n>1ليكً  .2
ً
 ظبيػيا

ً
  rغددا

ً
 حليليا

ً
  غددا

ً
ػسّ ف المصفىفت مىحبا

 
 . و

 

   

 
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 
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             .........................  
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.........................................................................................................
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......................................
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2 3 4 5 1
rr r r r

n

 
 
 
 
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 
 
 
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 
 
 
 
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 
 
 
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مً الىاضح أن حاصل ضسب حدود المصفىفت ٌساوي  
1

 
n+1 !

nr
 
  
 

. هسمص :
 

1

n

2

1
 S

n

r
i i





. 

 

وسخيخج أن:  3حسب الىديجت 

 
    1

1

1 ! 1 !

nr
n n

n n
n

n n r
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  ظبيعي ًخحلم أن n>1أي أن لكل 
  1 !

n
r

n

n
S

n





. بهرا هكىن كد  

 أزبدىا الىديجت الآجيت:

 ًخحلم أنحليلي مىحب،     rو ظبيعي  n>1لكل  :6هخيجة 

  

1

2

1

1 !

n

r r
ni

n

i n








 .  

 فهى هديجت مباشسة مً الػلاكت بين المػدل الحسابي والػدل 
ً
هرا الخباًً ليس مفاحئا

 الهىدس ي أو الػلاكت بين المػدل الهىدس ي والمػدل الخىافلي.

وػسّف المصفىفت: .3
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    n-1 السعس الثاوي =ومجمىع حدود  nمجمىع حدود السعس الاول = 

. لرلك فإنّ:  i = n-i-1وبشكل غام مجمىع حدود السعس 
1

!
n

j

j

S n



 

 أمّا حاصل ضسب حدود المصفىفت فهى ٌساوي 
1
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n
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j
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
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ًيخج أنّ:  3حسب الىديجت 

1

1
! n

n
n j

j

n n

j


 


. وهي جكافئ: 

1 !

n
nn

j

j

n
j

n

 
  
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:بهرا هكىن كد اسخيخجىا الىديجت الآجيت . 

 ًخحلم أن ظبيعي n>1لكل : 7هديجت 
1 !

n
nn

j

j

n
j

n

 
  
 

. 
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